
Детерминированый сигнал:

𝑠 = {𝑠1, … , 𝑠𝑛}
Аддитивный белый Гауссовский шум 𝑛ш:

𝜇 = 0; 𝐾 = ⎡⎢⎢
⎣

𝜎2 0 ⋯ 0
0 2𝜎2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑛𝜎2

⎤⎥⎥
⎦

Гипотезы:

{𝐻0 ∶ 𝑥 = 𝑛ш
𝐻1 ∶ 𝑥 = 𝑛ш + 𝑠

Плотности распределения:

𝑤(𝑥1, … , 𝑥𝑛|𝐻0) =
𝑛

∏
𝑖=1

𝑤(𝑥𝑖|𝐻0) =
𝑛

∏
𝑖=1

1√
2𝜋𝜎2𝑖

exp{− 𝑥2
𝑖

2𝜎2𝑖}

𝑤(𝑥1, … , 𝑥𝑛|𝐻1) =
𝑛

∏
𝑖=1

𝑤(𝑥𝑖|𝐻1) =
𝑛

∏
𝑖=1

1√
2𝜋𝜎2𝑖

exp{−(𝑥𝑖 − 𝑠𝑖)2

2𝜎2𝑖 }

Соотношение неопределённости:

𝐿 = 𝑤(𝑥1, … , 𝑥𝑛|𝐻1)
𝑤(𝑥1, … , 𝑥𝑛|𝐻0) ≷𝐻∗

1
𝐻∗

0
𝐿пор

𝐿 =
𝑛

∏
𝑖=1

exp{−(𝑥𝑖 − 𝑠𝑖)2 − 𝑥2
𝑖

2𝜎2𝑖 } =
𝑛

∏
𝑖=1

exp{−𝑠2
𝑖 − 2𝑥𝑖𝑠𝑖

2𝜎2𝑖 }

ln𝐿 =
𝑛

∑
𝑖=1

[2𝑥𝑖𝑠𝑖
2𝜎2𝑖 − 𝑠2

𝑖
2𝜎2𝑖] ≷𝐻∗

1
𝐻∗

0
𝑍пор

Вероятность ложной тревоги:

𝛼 = 𝑃(𝐻∗
1|𝐻0) = 𝑃(𝑍 > 𝑍пор|𝐻0) = ∫

∞

𝑍пор

𝑤(𝑍|𝐻0)𝑑𝑍

Плотность вероятности 𝑍 как линейной комбинации отсчётов 𝑥𝑖:

𝑤(𝑥𝑖) = 𝒩(𝑥𝑖, 𝜎2𝑖); 𝑍 = ℒ[𝑥1, … , 𝑥𝑛] ⇒ 𝑤(𝑍) = 𝒩(𝑍, 𝜎2
𝑍)

Математическое ожидание:

𝑥𝑖 = {0, 𝐻0
𝑠𝑖, 𝐻1

𝑍 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑠𝑖
𝜎2𝑖 −

𝑛
∑
𝑖=1

𝑠2
𝑖

2𝜎2𝑖 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑠𝑖
𝜎2𝑖 −

𝑛
∑
𝑖=1

𝑠2
𝑖

2𝜎2𝑖 = {0 − 𝐶, 𝐻0
2𝐶 − 𝐶, 𝐻1

= {−𝐶, 𝐻0
𝐶, 𝐻1

1



𝐶 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑠2
𝑖

2𝜎2𝑖

Дисперсия:

𝑖 ≠ 𝑗 ⇒ 𝒟[𝑥𝑖 + 𝑥𝑗] = 𝒟[𝑥𝑖] + 𝒟[𝑥𝑗] + 2cov[𝑥𝑖, 𝑥𝑗] = 𝜎2𝑖 + 𝜎2𝑗

𝜎2
𝑍 = 𝒟 [

𝑛
∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑠𝑖
𝜎2𝑖 −

𝑛
∑
𝑖=1

𝑠2
𝑖

2𝜎2𝑖] =
𝑛

∑
𝑖=1

𝒟 [𝑥𝑖]
𝑠2

𝑖
𝜎4𝑖2 =

𝑛
∑
𝑖=1

𝑠2
𝑖

𝜎2𝑖 = 2𝐶

Плотность распределения при отсутствии сигнала:

𝑤(𝑍|𝐻0) = 𝒩(−𝐶, 2𝐶)
Выражение порога через выбранную вероятность ложной тревоги 𝛼 = const:

𝛼 = ∫
∞

𝑍пор

1√
2𝜋 ⋅ 2𝐶

exp{−(𝑍 + 𝐶)2

2 ⋅ 2𝐶 } 𝑑𝑍 = 1 − Φ (𝑍пор + 𝐶√
2𝐶

)

𝑍пор =
√

2𝐶Φ−1(1 − 𝛼) − √𝐶
2

𝑤(𝑍|𝐻1) = 𝒩(𝐶, 2𝐶)
Вероятность пропуска:

𝛽 = 𝑃(𝐻∗
0|𝐻1) = 𝑃(𝑍 < 𝑍пор|𝐻1) = Φ (𝑍пор − 𝐶√

2𝐶
)

Так как функция Лапласа Φ(𝑥) неубывающая:

min𝛽 → min
𝑍пор − 𝐶√

2𝐶
= min[Φ−1(1 − 𝛼) − 1

2 − √𝐶
2 ] ⇒ max𝐶

Максимизация 𝐶 методом неопределённых множителей Лагранжа:

max
𝑛

∑
𝑖=1

𝑠2
𝑖

2𝜎2𝑖 ;
𝑛

∑
𝑖=1

𝑠𝑖 = 1

Лагранжиан:

ℒ(𝑠1, … , 𝑠𝑛, 𝜆) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑠2
𝑖

2𝜎2𝑖 + 𝜆 (
𝑛

∑
𝑖=1

𝑠𝑖 − 1)

Частные производные приравниваются к 0 ⇒ выражение для 𝑠𝑖:

𝜕ℒ
𝜕𝑠𝑖

= 𝑠𝑖
𝜎2𝑖 + 𝜆 = 0 ⇒ 𝑠𝑖 = −𝜆𝜎2𝑖
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Выражение 𝜆:
𝑛

∑
𝑖=1

(−𝜆𝜎2𝑖) = −𝜆𝜎2
𝑛

∑
𝑖=1

𝑖 = −𝜆𝜎2 ⋅ 𝑛𝑛 + 1
2 = 1

𝜆 = − 2
𝜎2𝑛(𝑛 + 1)

Подстановка в 𝑠𝑖:

𝑠𝑖 = 2𝑖
𝑛(𝑛 + 1)

Максимальное C:

𝐶 =
𝑛

∑
𝑖=1

( 2𝑖
𝑛(𝑛 + 1))

2 1
2𝜎2𝑖 = 2

𝜎2𝑛2(𝑛 − 1)2 ⋅ 𝑛𝑛 − 1
2 = 1

𝜎2𝑛(𝑛 − 1)

Минимальная вероятность пропуска:

min𝛽 = Φ (Φ−1(1 − 𝛼) − 1
2 − 1

𝜎√𝑛(𝑛 − 1)
)
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